Sei A ein kommutativer Ring und seien I, J C A Ideale. Dann sind auch

I+J={i+jliel,jeJ},
I-J={>_%Jalta €1,ja € J},
InJ

Ideale in A. Es gilt [ -J C I nJ (Warum?).
1, J heilen teilerfremd, falls I+ J = A. Z.B. fiir A = 7Z sind die Ideal mZ und
nZ teilerfremd (also mZ + nZ = 7)), genau dann, wenn ggT(m,n) = 1.

Lemma. Sind I, J teilerfremd, so gilt I - J =1NJ.

Beweis. Es bleibt zu zeigen, dass [ -J D INJ. Da I+ J = A, kdonnen wir i € [
und j € J finden, sodass i+ j =1. Firz e INJ gilt 2 = 21 = z(i + j) =
xi+zjel-J. O

Satz. Sei A ein kommutativer Ring und seien I, ..., I, paarweise teilerfremde
Ideale in A. Dann induziert der Ringhomomorphismus

p:A— A/l x---xA/I, , a—(a+L, - ,a+1,)

einen Ringisomorphismus

g A/ L — A/l x - x A/, .

i=1
Bewezs.
L. I; und [[,; I; sind teilerfremd:
Per Annahme sind /; und I; teilerfremd fiir j # 7. Somit gibt es z; € I;
und y; € [; mit z; +y; = 1. Damit folgt

1= H z; + yj) H z; + (Terme mit mindestens einem Faktor y;) .
J#i J#i

Der erste Summand liegt in [] j»i 1j und jeder Summand in der restlichen
Summe liegt in I; (da y; € [;). Daher 1 € (I];; ;) + L.

2. [Lo L= Mz L
Per Induktion iiber n. Fiir n = 2 ist dies die Aussage des Lemmas. Die
Aussage gelte nun fiir n — 1. Nach Teil 1 sind 7, und [] isn L teilerfremd.
Nach dem Lemma gilt daher [ H j ;én = I, N]1;,, 1;- Nach Induktions-
voraussetzung ist ferner [[,,, I; =, I :



3. kerp =11, I:
Per Definition von ¢ gilt ker ¢ = (), ;. Damit folgt die Behauptung aus
Teil 2.

4. ¢ st surjektiv:

Seien ay,...,a, € A gegeben. Wir zeigen, dass es x € A/[], I; gibt, mit
o(x) = (a1 + L1, ...,a, + I,). Fiir jedes ¢ = 1,...,n gibt es nach Teil 1
u; € I, und v; € H#i I; mit u; + v; = 1. Setze © = Y, v;a;. Fiir jedes
kE=1,...,n gilt

x—f—lk:vkak—i-lk:(1—uk)ak+lk:ak—|—]k,
da v; € I, fiir i # k, und da uy € Ij.

Da A/ker ¢ = imyp als Ringe (2.1, Kor. 2), mit Isomorphismus ¢, folgt der Satz
aus Teil 3 und 4. [

Korollar. (Chinesischer Restsatz)
Seien my, ..., m, € Z paarweise teilerfremd (d.h. ggT(m;, m;) = 1 fiir i # j).
Dann ist

Z/(mq---muL) — L)L X - X L]m,Z
r+mympl— (x +miZ, - x+mpZ)

wohldefiniert und ein Ringisomorphismus.



